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ДОСТАТОЧНЫЕ УСЛОВИЯ КОРРЕКТНОСТИ ПОСТАНОВКИ 
КРАЕВЫХ ЗАДАЧ ДЛЯ ОДНОГО КЛАССА 

 ЭВОЛЮЦИОННЫХ УРАВНЕНИЙ 
 

Изучаются краевые задачи для одного класса уравнений, возникаю-
щих в теории распространения света в турбулентной среде. Указыва-
ются достаточные условия на коэффициенты, при которых постав-
ленная задача без начальных данных для неклассических уравнений явля-
ется корректной в пространствах С. Л. Соболева. 

 
In this work regional tasks for one class of the equations arising in the the-

ory of distribution of light in the turbulent environment are studied. In work 
sufficient conditions are indicated to coefficients at which the objective without 
initial data for the nonclassical equations is correct in S. L. Sobolev's spaces. 
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Уравнение вида ( ) ( , , )t xx yyu i u u f x y t    играет важную роль в тео-

рии распространения света в турбулентной среде. Это уравнение впер-
вые было получено в работе В. И. Татарского [1] на основе трактовки 
распространения света в турбулентной среде как случайного процесса 
марковского типа. 

Начально-краевые задачи для таких уравнений изучаются в работах 
Б. А. Бубнова [2; 3], Н. Б. Семягина [4]. 

Рассмотрим в области (0,1) (0,1) (0, )Q T    дифференциальное 
уравнение 

 ( , ) ( ) ( , ) ( , , )t xx yyLu k x t u i u u a x t u f x y t     ,  (1) 

где (0,1)x , (0,1)y , (0, )t T . 

Относительно функций ( , )k x t и ( , )a x t  будем предполагать следующее: 
( , )k x t , ( , )a x t  — вещественнозначные, ( ,0) 0k x  , ( , ) 0k x T  , 

1( , ) ([0,1] [0, ])k x t C T  , 1( , ) ([0,1] [0, ])a x t C T  . 

Уравнение вида (1) при 1k  возникает в теории распространения 
света в турбулентной среде. 

В случае ( , ) 0k x t   краевые задачи для уравнения вида (1) в неог-
раниченных областях изучались в работах Б. А. Бубнова [2; 3], а в случае 
с ограниченной областью в работе Н. Б. Семягина [4]. 

Сформулируем краевую задачу для уравнения (1). 
Краевая задача. Найти в области Q решение уравнения (1), удовле-

творяющее следующим условиям: 

 0 1 0 1( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) 0x x y yu x y t u x y t u x y t u x y t       .  (2) 

Для поставленной краевой задачи будут верна следующая лемма. 
Лемма 1. Пусть выполнено с условие: 2 0ta k    . 

Тогда в классе функций 2, , , ( )t xx yyu u u u L Q краевая задача (1), (2) 

имеет единственное решение. 
Для доказательства существования решения поставленной краевой 

задачи докажем существование и единственность решения вспомога-
тельной задачи, полученной при использовании специального вида 
функций. 

Решение задачи (1), (2) будем искать в виде ряда 

 
1

( , , ) ( , ) ( )n n
n

u x y t v x t y




  , 

где ( ) 2 sinn y ny  , а (1,2)
2( , )( , )n x tv x t W  определяются как решения в об-

ласти (0,1) (0, )Q T   следующей задачи: 
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 2( ) ( , )n nt nxx n n n nMv kv i v v a x t v f     ,  (3) 

 0 1 0n x n xv v   ,  (4) 

 
1

0

( , , ) ( )n nf f x y t y dy  , 2 2 2
n n  . 

Наряду с задачей (4), (5) рассмотрим задачу ( 0  ) 

 2
n n t n xx n n n t n nM v v v v ikv iav if              ,  (5) 

 0 1 0n x n xv v    , 0 0n t t n t t Tv v    .  (6) 

Разрешимость задачи (5), (6) при каждом 0   следует из общей тео-
рии краевых задач для эллиптических уравнений. Причем если 

(0,1)
2( , )n x tf W , то решение 2

2 1( )n tv W Q  , где 1 (0,1) (0, )Q T  . 

Для задачи (5), (6) верна следующая лемма. 
Лемма 2. Пусть выполнено условие 2 0ta k    . Тогда для решения за-

дачи (5), (6) справедливы следующие оценки: 

 
1 1

2 2
1n n

Q Q

v dxdt c f dxdt   , 

 
1 1

2 4 2 2
2 [(1 ) ]n t n n nt

Q Q

v dxdt c f f dxdt     , 

 
1 1

2 4 2 2
3 [(1 ) ]n xx n n nt

Q Q

v dxdt c f f dxdt     , 

где постоянные , 1,2,3ic i   не зависят ,n . 
На основании доказанной леммы 2 вытекает следующее утверждение. 
Теорема 1. Пусть выполнено условие 2 0ta k    . Тогда для любой 

функции (0,1)
2( , )n x tf W существует единственное решение задачи (3), (4) из 

(2,1)
2( , )x tW , для которого справедливы оценки из леммы 2. 

Доказательство. Существование решения устанавливается предель-
ным переходом при 0  . 

Единственность решения следует из интегрирования по частям вы-
ражения 

 
1

( ) 0n n n n

Q

Mv v Mv v dxdt  . 

Теорема доказана. 
Далее доказывается справедливость следующего утверждения. 
Лемма 3. Если выполнены условия лемм 1, 2 и функция ( , , )f x y t такова, что 

 2 2, , ( )t yf f D f L Q , 0 1 0y yf f   , 

то ряд 
1

( , , ) ( , ) ( )n n
n

u x y t v x t y




   сходится в 2 ( )L Q  вместе со своими произ-

водными первого порядка по t  и производными второго порядка по 
переменным x  и y . 
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Тогда верна следующая теорема. 
Теорема 2. Пусть выполнено условие 2 0ta k    . Тогда для любой 

функции ( , , )f x y t , удовлетворяющей условиям из леммы 3, существует 

единственное решение задачи (1), (2) из класса 2, , , ( )t xx yyu u u u L Q . 

Доказательство. Существование решения следует из леммы 3, а его 
единственность из леммы 2. 

Аналогичное достаточное условие на коэффициенты возникает 
при доказательстве существования и единственности решения краевой 
задачи для следующего класса уравнений смешанного типа. 

В цилиндрической области (0, )Q T D  , где D  — ограниченная 

область в nR  с границей 2S C , рассмотрим уравнение 

 ( , ) ( , ) ( , )tLu k x t u u a x t u f x t     ,  (7) 

( ,0) 0k x  , ( , ) 0k x T  , внутри области Q  на знак функции ( , )k x t  не де-
лается никаких предположений. Уравнения вида (7) возникают при 
описании турбулентных процессов. Для данного уравнения сформу-
лируем краевую задачу. 

 

Краевая задача. Найти в области Q  решение уравнения (7), удовле-
творяющее условиям 

 ( , ) 0, (0, )Гu x t Г T S   .  (8) 

Для задачи (7), (8) доказывается справедливость следующего утвер-
ждения. 

Теорема 3. Пусть 1( , ), ( , ) ( )k x t a x t C Q , 2 0ta k    . Тогда для лю-

бой функции 2( , ), ( , ) ( )tf x t f x t L Q  существует единственное решение 

( , )u x t  задачи (7), (8) из пространства (1,2)
2( , )t xW . 

Доказательство. В области Q  рассмотрим следующую задачу: 

 ( , ) ( , ) ( , )tt tL u u u k x t u a x t u f x t           ,  (9) 

 0, (0, )Гu Г T S    , 0 0.t t t t Tu u      (10) 

Разрешимость задачи (9), (10) при 0   известна из общей теории 
эллиптических уравнений. Причем если 2( , ), ( , ) ( )tf x t f x t L Q , то 

2
2 ( )tu W Q  . 

Из тождества 

 
Q Q

L u u dQ fu dQ      

после интегрирования по частям имеем первую оценку 

 
1

22 2 2
1( )t

Q Q Q

u dQ u u dQ c f dQ         ,  (10) 

где ic  — постоянные, не зависящие от  . 
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Далее заметим, что функция tu v   является решением краевой задачи 

 2( ) ( )tt t t t tv v a k v kv f a u f L Q          ,  (11) 

 0 0.Г t t Tv v v      (12) 

Из (11), (12) с учетом первой оценки и тождества 

 [ ( ) ]tt t t

Q Q

v v a k v kv vdQ fvdQ         

получаем 

 
22 2 2 2

2( ) ( )t

Q Q Q

v dQ u v dQ c f f dQ        .  (13) 

Из оценок (10), (13) и (9), (10) имеем 

 2 2 2
3

, 1
( ]

i j

n

x x t
i jQ Q

u dQ c f f dQ


   .  (14) 

На основе равномерных по 0   оценок (10), (13), (14) заключаем, 
что из последовательности u  можно извлечь подпоследовательность 

n
u  такую, что 

 n
u u   сильно в 2 ( )L Q  при 0n  , 

 nt tu u   слабо в 2 ( )L Q  при 0n  , 

 n i j i jx x x xu u   слабо в 2 ( )L Q  при 0n  . 

Отсюда следует, что предельная функция u  является решением за-
дачи (7), (8). 

Теперь докажем единственность данного решения. Пусть 1u  и 2u  — 

два решения задачи (7), (8), тогда из разности 1 2u u u   имеем 

 0,Lu   0Гu  . 

Из тождества 

 
2 2 2 2

0
2

( ) ( , ) ( , ) 0
2

t
t t T

Q Q S S

a k
LuudQ u u dQ k x t u dS k x t u dS 


         . 

Получаем, что 0u  . Таким образом, теорема доказана. 
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А. Н. Данилин, В. А. Седайкина 
 

ЧИСЛЕННОЕ РЕШЕНИЕ ЛИНЕАРИЗОВАННОЙ ОБРАТНОЙ ЗАДАЧИ 
ДЛЯ УРАВНЕНИЯ АКУСТИКИ 

 
Предложен алгоритм численного решения обратной динамической 

задачи о восстановлении скорости в параллельно-слоистой акустиче-
ской среде по граничным данным. Решение основано на линеаризованной 
версии метода граничного управления. В качестве данных обратной за-
дачи используется отклик от точечного граничного источника, изме-
ряемый в одной точке; зондирующий импульс — импульс Рикера. При-
водятся результаты численного моделирования в двумерной области. 

 
In this paper we develop an algorithm of numerical solution of the inverse 

dynamical problem about speed of sound reconstruction in horizontally layered 
acoustical medium. The solution is based on linearized version of the Boundary 
Control Method. The inverse data is the response at the single boundary point 
from the boundary point source; the probe pulse is the Ricker wavelet. The re-
sults of numerical modeling for two-dimensional domain are presented. 

 
Ключевые слова: метод граничного управления, численное решение об-

ратных динамических задач. 
 
Key words: boundary control method, numerical solving inverse dynamical 

problems. 
 

Прямая задача. 
Рассмотрим начально-краевую (прямую) задачу для волнового 

уравнения 
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